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第 12章

動力学的回折法の展開

動力学的回折理論の基礎的な事柄は，基礎編第５章においてエワルド - ラウエ流に基づいて説明した．そ
れに続いて，ここではエワルド - ラウエ流で各種の回折現象を紹介する．さらに高木 - トーパン流とダー
ウィン流の動力学的回折理論について説明する．最近，これらに基づく数値計算がコンピューターの高速
化に伴い容易になり，回折現象の詳細な解析に役立っている．
なお，Ｘ線定在波法の応用は 13.5.2で，ロッキング・カーブ法の応用は 14.4.1などで，記述している．

（フォトニック結晶）
最近，可視光領域では波長と同程度の周期の屈折率分布をもつナノ構造が実現し，フォトニック結晶

（photonic crystal）とよばれる． Ｘ線の動力学的回折理論で示されているバンド構造（基礎編 5.1.3参照）
と同じものが形成されるが，相互作用が強く，Ｘ線が２波で扱われるのに対して，可視光では極めて多くの
波が関わる．フォトニック結晶は新しい方式の光の制御に利用されている．

12.1 特殊な回折条件での回折現象
12.1.1 極端な非対称反射
極端な非対称反射の条件のもとで，全反射の臨界角に近い微小な視射角をもつ X 線が入射する場合は，

鏡面反射が無視できない．基本方程式として，近似した２次式ではなく，鏡面反射波を取り入れ，入射波と
反射波に屈折の効果を正確に考慮するために，つぎのようにもとの４次式 (5.37)を用いる．その際，ここ
では σ 偏光 (|P | = 1)を扱う．

(k20 − k2)(k2g − k2) = K4P 2χgχḡ (12.1)

図 12.1 のように回折面が結晶表面と角 αをなすとして，入射波 (波数ベクトルK0 , 電場 E0 ) が微小な視
射角 θ0 ≡ θB − αで入射し，回折波 (Kg, Eg)が出射角 θ0 + 2α ≡ θB + αで出射し，鏡面反射波 (Km,

Em)が角 θ0 で出射する場合を考える 1)．これらの波が表面で満たすべき波数ベクトルの連続性は，結晶
表面に垂直な方向 (z)と平行な方向 (t)の成分で表わせば

K0t = K cos θ0 , Kgt = K cos(θ0 + 2α), Kmt = K0 t, Kmz = −K0z

(12.2)

と表わせる．ここで， |K0 | = |Kg| = |Km| = K である．結晶中で屈折率を考慮したときの入射方向と回
折方向の波の波数ベクトルを κ0，κg (|κ0 | = |κg| = κ)とし，分散点 Ai に対応した入射方向と回折方向
の波の波数ベクトルを k

(i)
0 ，k

(i)
g とすれば，境界面での波の位相の連続性から，波数ベクトルの結晶表面に

平行な成分は等しく，
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図 12.1 X線の微小角入射で生ずる非対称反射と鏡面反射

A
i

図 12.2 微小角入射の場合の分散面 1)

K0 t = κ0 t = k
(i)
0 t , Kgt = κgt = k

(i)
gt (12.3)

となる．したがって (12.1)は

(k
(i)2
0z − κ20z)(k

(i)2
gz − κ2gz) = K4χgχḡ (12.4)

のように結晶表面に垂直な成分を用いて表わされる．この分散面を図 12.2 に示す．分散点 Ai に関連する
波の波数ベクトル k

(i)
0 ,k

(i)
g の結晶表面に垂直な成分は図から分かるように

k
(i)
0z = κ0z − δ

(i)
0 , k(i)gz = g cosα− k

(i)
0z (12.5)

となる．ここで δ
(i)
0 は共鳴不足度の一種である．分散面上には図 12.3 のように，4つの分散点があるが，

X線エネルギーの流れの方向は分散面に垂直であるので，分散点 A1 と A4 ではエネルギーの流れは結晶の
下側に向かい，分散点 A2 と A3 では上側に向かう．結晶が十分に厚い場合には分散点 A1 と A4 の波だけ
を考えればよい．
結晶内外での波の振幅はつぎの 2つの境界条件を満たす必要がある．これは未知数が増えたのに応じて

境界条件の数も増やさなければならないからである．ひとつは，2波近似でふつうな電場の振幅の連続性に
ついてで
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図 12.3 微小角入射の場合の分散面上での分散点

E0 + Em = E01 + E04

(12.6)

Eg = Eg1 + Eg4

であり，もうひとつは，磁場の振幅の連続性，すなわち電場の振幅の表面に垂直方向での微分の連続性につ
いてで

(E0 − Em)K0z = E01k
(1)
0z + E04k

(4)
0z

(12.7)

EgKgz = Eg1k
(1)
gz + Eg4k

(4)
gz

である．これらから鏡面反射波と回折波の強度曲線，|Em/E0 |2 と (|Kg · z|/K0 · z)|Eg/E0 |2 が得られ
る．実際に，Si (555) 非対称反射 (α = 54.74◦) で λ = 1.02431Å，θ0 = 9′43.2′′ (θc = 8′56.3′′) の場合，
Si (555) 対称反射との平行配置２結晶法により測定すると，鏡面反射波のロッキングカーブは半値幅 7.4′′，
ピーク反射率 0.14となる 2)．
なお，この実験配置では表面に敏感な測定が可能なので，半導体表面層の微小な格子歪みについての定

量的な情報が得られる.3)

12.1.2 垂直入反射
対称ブラッグケース (b = −1)でブラッグ角が π/2近傍のほぼ垂直入反射の場合には，回折にあずかる

X線の角度広がりは，ふつうの回折条件の場合での数秒に比べて，数百倍に大きくなる一方，エネルギー幅
はかなり狭くなるという特長がある 4, 5)．いま吸収を無視した無限の厚さの結晶を考える 6). 垂直入反射
の幾何学的ブラッグ条件 (θB = π/2, g = 2KB = 4πEB/hc)から入射波のエネルギーと視射角がそれぞれ

E = EB(1 + ε) (ε≪ 1) (12.8)

θ =
π

2
− δθ (δθ ≪ 1) (12.9)

のようにわずかにずれているとき，(5.62)のブラッグ条件からのずれを表わすパラメーター αは

α = (δθ)2 − 2ε (12.10)
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図 12.4 垂直入反射条件を満たす ε− (δθ)2 の領域 6)

図 12.5 Si(00 16)面での垂直入反射条件近傍における角度と波長に関する全反射領域 (∆θ,∆λ)7)

のようになる．なお，ふつうの条件では αは (5.63)のように表わされるが，ここでは，その近似を高めて
いる．したがって (5.61)は　　　　　　　

W =
{(δθ)2 − 2ε+ χ0}

|χg|
(12.11)

となる．これからW = ±1のときの εと δθ の関係式

ε =
(δθ)2

2
+

(|χ0 | ± |χg|)
2

(12.12)

が得られる．図 12.4 のように縦軸に ε，横軸に (δθ)2 をとって描いた 2 本の線の間の領域で回折が生
ずる．厳密に垂直入反射条件を満たす δθ = 0 のときの縦軸上でみれば，エネルギー EB は屈折効果で
EB(1 + |χ0 |/2) にくる．そこを中心とするエネルギー幅を ∆E とおけば，∆E/E = |χg| である．また
角度広がりは ε = |χ0 |/2 のとき |2χg|1/2 であり，ε = (|χ0 | + |χg|)/2 のときには 2|χg|1/2 まで広がる．
∆E = 数 meVときわめて小さいので，垂直入反射型の高分解能モノクロメーターとして利用される．な
お，厳密に垂直入反射条件を満たす角度位置は多波回折が生ずる特異点である．
表面が (001) 面に平行な Si結晶板で，(00 16) 面の垂直入反射を起こさせたときの全反射領域を図 12.5

に示す．θ = θB +∆θ (θB = 90◦)，λ = λ0 +∆λ (λ0 = 0.678881 Å)として，∆θ と ∆λ (∆E)によって
表わしている．Siの格子定数は 5.43105587 Åとしている．この図から垂直入反射条件 (∆E = 0)のとき
∆θは広い角度幅をもつが，そこから∆E を数meVずらすと，狭い角度幅の 2つのピークに分かれる．こ
の様子を正確に表わしたのが，図 12.6 のロッキングカーブである．ここでの計算には，後述のダーウィン
流の動力学的回折理論が用いられている．
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図 12.6 入射 X線のエネルギーを θB = 90◦ のときの値からずらしていった場合のロッキングカーブのプロファイルの変化 7) (図
12.5に対応)

図 12.7 垂直入反射条件における薄い結晶からの回折強度曲線（実線）と透過強度曲線（破線）(a) エネルギー走査　 (b) 角度走査
7, 8)

(薄い結晶の場合)

結晶が薄いと，反射波とともに透過波が生ずる．この場合の強度曲線を後述のダーウィンの動力学的回
折理論により計算した結果を図 12.7 に示す．Siの 00 16反射で，結晶の厚さは 200 µmであって，垂直入
反射条件の近傍でエネルギー走査と角度走査をした場合の反射波と透過波の強度変化を示す．
ダーウィン流の動力学的回折理論では，回折条件はエワルト球と結晶トランケーションロッド (13.4.1)

との交点として表されるので，ロッキングカーブの半値幅が角度走査では広がることやピークが 2つに分
かれることが直感的に理解できる.9)

12.1.3 多波回折
X線回折はふつう，入射波につながる 1つの透過波と 1つの回折波の合わせて 2波で生じているが，幾

何学的条件によっては，回折波が 2つ，3つなどになり，3波，4波などの多波回折が生ずることがある．
3波回折では，図 12.8 に示すように，g格子面による回折とともに h格子面による回折が同時に起きる．

波数ベクトルの間には

kg = k0 + g, kh = k0 + h (12.13)

が成り立つ．これらから得られる

kg = kh + g − h (12.14)

の関係は，結晶中で h回折波がいわば入射波となり，g − h格子面による回折を介して g 回折方向の波も
生ずることを表わしている．これがもとの g 回折波と干渉して 2波回折のときとちがった回折強度が生ず
る．もとの h 回折波と g 回折波が同じぐらいの強さであるとき，干渉により g 回折波の強度が減少する
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図 12.8 3波回折　 (a) エワルドの作図　 (b) 1回反射と 2回反射の波の干渉

図 12.9 3波回折における偏光単位ベクトル πi と σi の向きのとり方　 (a) 平面図　 (b) 正面図 10)

′Aufhellung′(抜けあがり) の現象や，もとの g 回折波が禁制反射あるいは弱い反射のとき，干渉により g

回折波の強度が増加する ′Umweganregung′(遠回り反射)が観測される．
多波回折の厳密な解析は動力学的回折理論に基づいて行なわれる．基本方程式 (5.23)は (5.38)を用いて

2ξg
K

Eg =
∑
h

′χg−hEh (12.15)

と表わされる．ここで和のダッシュは h ̸= gを示す．いま kg/|kg|と直交系をつくる単位ベクトル πg，σg

を導入し，Eg の πg，σg に平行な成分をそれぞれ Egπ，Egσ とすると，(12.15)は

2ξg
K
Egπ =

∑
h

′χg−h{(πg · πh)Ehπ + (πg · σh)Ehσ}

(12.16)

2ξg
K
Egσ =

∑
h

′χg−h{(σg · πh)Ehπ + (σg · σh)Ehσ}

となる．各 πi，σi の向きの選び方は自由である．３波回折の場合には基本方程式は６個の式になる．図
12.9 では，すべての σi が逆格子点 O, G, Hを含む面に平行になるように選ばれている．２波回折の場合
には， σ0 と σg は散乱面に垂直に選ばれるので，４個の式はふつう σ 成分の 2式と π 成分の２式に分け
られ，σ 偏光と π 偏光を独立に扱えるが，多波回折では σ 偏光と π 偏光がからみ合い複雑になる．

(スーパーボルマン効果)
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図 12.10 Geの (000), (04̄4), (22̄0), (2̄02), (24̄2)と (2̄2̄4)の 6波回折における，動力学的吸収係数のもっとも小さいモードの定
在波の等強度分布（表面 ∥ (111)，AgKα，T = 300 K）比較のために (000)と (220)の 2波回折の場合も示す 11)．

(0 0 0) 

(4 4 0) 

(4 8 4) 

(0 8 8) 

(4 4 8) 

(4 0 4) 

_ 

_ 

[0 1 1] 

[2 1 1] 

[1 1 1] 
_ 

_ 

図 12.11 6 波回折のピンホール・トポグラフの方位関係　 [11̄1] 方向に垂直な面での逆格子点の配列で，黒丸は 6 波に関係する
12)．

２波回折のラウエケースで厳密に回折条件を満たしたときの動力学的吸収係数は，単なる吸収係数に比
べて 1 桁ぐらい小さくなり，X 線が格段に透過しやすくなる現象がボルマン効果である．多波回折では，
少数のモードに限られるが，動力学的吸収係数はさらに２桁ぐらい小さくなり，スーパーボルマン効果と
もよばれる．
図 12.10 は表面が (111)面に平行な Ge結晶で，前方回折波と，表面に垂直に入っている (04̄4), (22̄0),

(2̄02), (24̄2), (2̄2̄4) 面による５つの同時反射波からなる６波ケースにおいて生ずる定在波の強度分布を
[111]方向から見た実格子空間内にプロットしたものである．正６角形の辺が ⟨220⟩方向に平行になってお
り，12個のモードのうち動力学的吸収係数のもっとも小さいモードの定在波に注目している．等強度分布
は原子から離れたところで最大になっている．熱振動による原子変位の２乗平均根 (r.m.s.) の値が黒丸の
大きさで示されているが，２波回折の場合の定在波と比べると，原子から一層離れて，熱振動の影響を受け
にくくなっているのが分かる．

(多波回折でのピンホール・トポグラフ)
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図 12.12 ６波回折のピンホール・トポグラフの前方回折像 (a) 実験　バーの長さは 10 mm. (b) 計算 13, 14)

ピンホールで絞ったビームを結晶に入射して，多波回折を起こさせると，複数の回折強度パターンから
なるピンホール・トポグラフが得られる．図 12.11に 6波ケースを起こさせるように選んだ逆格子点の１
例を示す．表面が (11̄1) 面に平行な Si 結晶板 (9.911 mm 厚) で，表面に垂直に入っている５つの格子面
(440), (484), (088), (4̄48), (4̄04)による同時反射を起こさせ，６波回折条件を満たすようにし，結晶板の裏
面に平行に置かれたイメージングプレート (ピクセルサイズ 50 µm)上に回折強度パターンが６角形状に配
列して観測された 12)．放射光 (18.5 keV) をピンホール (25 µm × 25 µm) を通し，さらに透過型移相子
（第 16章参照）により生成した円偏光を用いている．図 12.12(a)は撮影された (000)の前方回折波のピン
ホール・トポグラフであり，中心付近が６波回折による像で複雑な回折過程を反映した微細構造が見られ
る．同心円はコーン状のエネルギー流の存在を示唆している．その強度分布は円偏光入射なので偏ってい
ない．真下の黒点は透過線によるハレーションである．周囲の直線状の像は 440, 4̄84反射などの２波回折
で生じている．高木 - トーパン方程式が，偏光因子の定義に工夫を施すことにより多波回折に適用できる
ように拡張され 14)，このトポグラフの計算機シミュレーションに用いられている．図 12.12(b)は，球面波
の入射条件のもとで，結晶を表面に平行な 2000層に分け，各層は小さな六角錐の要素に分割して数値計算
された．観測された回折像の強度分布とよく一致している．

(3波回折による結晶構造因子の位相の決定)

多波回折では，回折強度曲線のプロファイルに結晶構造因子の位相の情報が含まれる．ここでは 3波回
折の場合について触れる．3波回折はつぎのようにして生じさせる (図 12.13(a))．はじめに g 反射を起こ
す配置にして，結晶を g ベクトルのまわりに回転する．この方位角 ψ を変える ψ 走査では，g 反射条件
が保たれたまま，もうひとつの逆格子点 Hがエワルド球を横切るときに，h反射が同時に生ずる．このと
き 2波回折の場合の 2枚の双曲面状の分散面が変形するとともに，それらの分散面の間に 3番目の分散面
のシートが入るが，その配置が 2枚の分散面のどちら側に寄っているかに，3重積 χgχ−hχh−g あるいは
FgF−hFh−g が関係するが，その位相 αg − αh + αh−g は３位相構造不変量といい，原点の取り方に依存し
ない 16)．ここでは簡単のために対称中心をもつ結晶を考えるので，3重積の位相は 0あるいは π である．
この場合，3重積は実数で，3波回折に関わる 3つの構造因子の符号の積 S ≡ SgS−hSh−g が S > 0ある
いは S < 0 である．一方，分散面の第 3 番目のシートの配置は，実験的には g 反射方向の回折強度のプ
ロファイルに非対称性をもたらす．図 12.13(b)のように，プロファイルが ψ 走査において低角側で強く，
高角側で弱くなる場合の非対称性を符号 SL を用いて SL < 0 と表わし，逆の場合を SL > 0 とする．さ
らに逆格子点 Hがエワルド球に入ってくる場合 (in)は符号 SR を用いて SR > 0と表わし，出ていく場合
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図 12.13 ３波回折でロッキングカーブのプロファイルに含まれる位相情報　 (a) ψ 走査　 (b) プロファイルの観測　 SL < 0,

SR > 0 の場合と SL > 0, SR < 0 の場合 15)

(out)は SR < 0とする．このように決めると， SL × SR が S に等しいことが示されている 15)．実際に
例えば，Geで G＝ 222,H＝ 113 (G−H = 111̄)の Umweg反射の場合，S = S222S1̄1̄3̄S1̄1̄1 < 0であり，
プロファイルは inのとき SL < 0，outのとき SL > 0となるのが観測される．なお，対称中心のない結晶
でも，測定した回折強度曲線のプロファイルを計算曲線とフィッティングさせて位相情報を得ることがで
きる 17)．この手法によりリゾチーム，ヘモグロビンのように巨大分子で位相決定が実証されている．

12.1.4 共鳴条件下での回折
エネルギー選択性のある放射光を利用すれば，共鳴条件の関わる動力学的回折現象を観察することがで

きる．ロッキングカーブのプロファイル，X線定在波の状態などに通常の動力学的回折の場合とは異なっ
た特徴を示す 18)．
共鳴条件下では，2波近似の基本方程式から

(k0 − k)(kg − k) =
P 2k′2

4
χgχḡ (12.17)

が成り立つ．ここで， k0 と kg はそれぞれ結晶中の O波と G波の波数 (複素数)で，k = k′ + ik′′ (k′ =

K(1 + χ′
0/2), k

′′ = Kχ′′
0/2) は結晶中の平均の波数である．共鳴不足度 ξ0 と ξg を ξ0 = k0 − k, ξg =

kg − k とすれば，(12.17) は

ξ0 ξg =
P 2k′2

4
χgχḡ (12.18)

となる． ξ0 と ξg は複素数であるから，(12.18) は複素分散面を表わす．実数部の分散面は通常の分散面と
同様に扱われるのに対して，虚数部の分散面は入射条件による異常透過・吸収の変化を与える．
(12.18)の右辺の χgχḡ はふつう吸収を無視して，χgχḡ = |χg|2 のように近似されるが，ここではつぎの

ように表わす（5.2.2参照）．

χgχḡ = χ̄2
g(u+ iv) (12.19)

ここで

χ̄2
g = |χ′

g|2 + |χ′′
g |2 (12.20)
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図 12.14 u＋ iv の単位円　　斜線の部分は κ ≤ 0.1の領域を示す．点 A, B, Cと Dで典型的な共鳴条件をもつ．

g g g g

D

C

B

図 12.15 GaAs 200 反射での Ga と As の K 吸収端近傍における χ′
g と χ′′

g 　 4 つのエネルギー領域で δ が変化する．点
A(10.3645 keV), B(10.5020 keV), C(11.3430 keV) と D(11.8050 keV)は図 12.14に示された点に対応する 19)．

u =
(
|χ′

g|2 − |χ′′
g |2
)
/χ̄2

g, v = (1− u2)
1
2 cos δg (12.21)

δg = α′′
g − α′

g, α′′
g = arg(χ′′

g ), α′
g = arg(χ′

g) (12.22)

χ′
g = 0 または χ′′

g = 0 とおくことで， u は 1 から −1 までの値をとるのが分かる．図 12.14 に示すよ
うに， (12.21) の u, v が満たす u + iv の複素面上での範囲は，δg = 0 または π のときは単位円の周上
の値をとり，それ以外のときは単位円の内側の値をとる．なお，特性 X線を用いる実験では選択できる波
長が限られ，κ ≤ 0.1

(
κ = |χ′′

g |/|χ′
g|
)であるから，uは 0.98 ≤ u ≤ 1の範囲にある．これは単位円内の，

u ≈ 1のごく限られた領域である．
いま，単位円上の特別な 4点に注目する．A: (u, v) = (1, 0)では， χ′′

g = 0で， χ′
g だけが値をもち，C:

(−1, 0)では逆に χ′
g = 0で， χ′′

g だけが値をもつ．B: (0,−1)では， |χ′
g| = |χ′′

g |で， δg = π すなわちそ
れらが異符号であり，D: (0, 1)でも同じく |χ′

g| = |χ′′
g |であるが，δg = 0すなわちそれらが同符号である．

例として GaAsの 200反射をあげると，その結晶構造因子は単位格子の原点に Ga原子を置けば

Fg = 4
[
(f0Ga + f ′Ga + if ′′Ga)− (f0As + f ′As + if ′′As)

]
(12.23)

であり， ZGa = 31と ZAs = 33が近い値をもつので，f0Ga と f0As の差は小さい．したがって吸収端近傍
で共鳴散乱の効果は目立つ．Gaと Asの K吸収端近傍における 200反射の χ′

g と χ′′
g を図 12.15 に示す．
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図 12.16 (a)と (b)はそれぞれ，点 Aと点 Cの X線エネルギーでの GaAs 200反射の計算された回折強度曲線 (Ig/I0 ) と透過
強度曲線 (Id/I0 )

図 12.17 ブラッグケース対称反射の回折強度曲線　　曲線 1: χ′
g = 0,　χ′′

g だけ (g = −1), 曲線 2: |χ′
g | = |χ′′

g |/2 (g =

−0.8994), 曲線 3: |χ′
g | = |χ′′

g | (g = −0.7071), 曲線 4: χ′
g だけ, χ′′

g = 0 (g = 0), 曲線 5: χ′
g = 0,　χ′′

g だけ (g = −1.1)

GaAsは極性結晶であるが，200反射では極性を示さず， |Fg| = |Fḡ|が成り立ち，δg は 0あるいは π で
ある．図のようにエネルギーの領域を 4つに分けると，χ′

g と χ′′
g の符号の変化から，δg は (1)∼(4)の領域

に対して 0, π, 0, π と変わる．点 A, B, C, D は図 12.14の点に対応している．対称ラウエケースの GaAs

200反射においてつぎの条件のもとで計算された回折と透過の強度曲線が図 12.16である 20)．薄い結晶板
(厚さ 45 µm)であって，ペンデル縞に対応する振動的で対称なプロファイルになっている．入射 X線のエ
ネルギーは共鳴条件近傍の図 12.14の点 Aと点 Cに選ばれている．点 Aでは，非共鳴の場合と同様に，G

波どうしの干渉縞と O波どうしの干渉縞が逆位相の関係にあって，回折と透過の強度曲線は振動の凹凸の
角度位置が逆になっている．一方， χ′′

g だけが値をもつ点 Cでは，対照的に干渉縞が同位相の関係にあっ
て，振動の凹凸の位置が一致している．また，点 Aと点 Cの透過強度曲線は平均吸収係数による値 (図に
水平な点線で示す)と比べると，それぞれ下と上にある．これは，動力学的な異常透過・吸収の効果が，点
Aでは効いていないのに対して，点 Cでは，効いていることを意味している．これらは放射光を用いた実
験で確かめられている．
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図 12.18 コッセル線 (a)と擬似コッセル線 (b)の形成

図 12.19 コッセル線の黒白構造

ブラッグケースでの対称反射の回折強度曲線についてみると，図 12.17 に示すように曲線 1 は χ′
g = 0

で， χ′′
g だけが値をもつ場合で，しかも |χ′′

0 | = |χ′′
g | を仮定し g = χ′′

0/|χg| = −1 としており，ピー
ク反射率 1 のきわめて鋭く対称なプロファイルである．これは分散面の相対する双曲線が W = 0 で
ギャップがなくなり，接するためである．曲線 2 と 3 は，それぞれ |χ′

g| = |χ′′
g |/2 (g = −0.8994) と

|χ′
g| = |χ′′

g | (g = −0.7071)の場合で，|g|が減るにしたがい，反射率 1のピークの位置が順にW = 0から
ずれ，幅が非対称に広がる．曲線 4は χ′

g だけが値をもち，χ′′
g = 0 (g = 0)の場合で， −1 ≤ W ≤ 1の範

囲で反射率 1のシルクハット型をしている．曲線 1で |χ′′
0 | = |χ′′

g | (g = −1)としたが，温度効果を考慮し
て |χ′′

0 | = 1.1|χ′′
g | (g = −1.1)とすると，曲線 5のようにピークがなまった形になる 21)．このプロファイ

ルは実際には核共鳴散乱で観測される (第 20章参照)．

12.1.5 コッセル線・擬似コッセル線
単結晶に X線または電子線をあてると，結晶中に生じる特性 X線が入射線として働き，回折を起こす．

回折線は結晶中の点状の X線源を頂点とし，格子面の垂線を軸として π/2 − θB を半頂角とする円錐上に
あり，コッセル線 (Kossel line)とよばれる 22) (図 12.18(a))．フィルム上にはいくつかの格子面での回折
に関係する円錐の切口として２次曲線群が得られ，これをコッセル図形 (Kossel pattern)という．これは
電子線の菊池パターンに相当している．
コッセル線 (反射型) は写真フィルム上で黒線 (強度過剰) と白線 (強度不足) が並んで観察される (図

12.19)． コッセル線は X線波動場の強度と相反定理 (reciprocity theorem) で関係づけられる．点光源と
観測点を入れ替えても同じ現象が生ずるという光学の相反定理は，結晶による回折現象にも適用される．



12.2 歪んだ結晶に対するビーム理論 455

図 12.20 擬似コッセル図形撮影の配置　　発散 X線が板状結晶に入射し，G格子面とその裏の Ḡ格子面による回折と透過の図形
を撮影する．

図 12.21 Ge単結晶板 ( 表面 ∥ (111) )からの擬似コッセル図形

結晶内の点 Aにある原子から放出された球面波状の X線が動力学的回折によって結晶外の遠方にある観測
点 Bに生ずる波の強度は，点 Bから発する球面波状の X線が結晶で動力学的回折を受け点 Aに生ずる波
の強度に等しい 2)．
点状の X 線源のごく近くに単結晶板を置くと，発散 X 線による回折が生じ，同様な回折線が得られ，

擬似コッセル線 (pseudo-Kossel line)とよばれる (図 12.18(b))．その２次曲線群が擬似コッセル図形であ
り，電子線のコッセル - メレンシュテット図形 (Kossel-Möllenstedt pattern) に相当する．擬似コッセル
図形の撮影は微小焦点 X線発生装置を用いて図 12.20のような配置で行なわれる．Cu薄膜ターゲットか
らの発散 X線で撮影した Ge単結晶 (表面 ∥ (111))の擬似コッセル図形を図 12.21に示す．22̄0 などの表
面に垂直な格子面から６回対称のコッセル線が形成される（外側の２本と内側の２本はそれぞれ CuKα線
と CuKβ 線による）．
なお，Ge単結晶での GeKα線によるコッセル線において異常透過した {220}線の交点で生ずる同時反
射が調べられている 23)．

12.2 歪んだ結晶に対するビーム理論
　歪んだ結晶に対する回折理論には，X線ビームが結晶中を曲がりながら進むビーム軌道に着目するビー

ム理論と結晶内の波動場の伝播を偏微分方程式で記述する波動理論 (12.3参照)がある 10)．
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図 12.22 歪みによる格子面の変形　　対応する逆格子ベクトルも書き込まれている．

12.2.1 局所的逆格子ベクトル
　はじめに，歪みのある結晶における逆格子ベクトルを導入する．図 12.22 に示すように，完全結晶の
格子面は原点からm枚目に対して

G ≡ g · rp = 2πm (m : 整数) (12.24)

のように表わされる．逆格子ベクトル g は

g = grad G (12.25)

で定義され， |g| = 2π/d (d：格子面間隔)である．一方，歪んだ結晶では，完全結晶の格子面上の rp にあ
る点 Pが変位ベクトル u(rp)だけずれて r ≡ rp + u(rp)にある点 P′ に移る．微小な歪みの場合，u(rp)

はほぼ u(r)に等しいとする

rp = r − u(rp) ≃ r − u(r) (12.26)

の近似が成り立つので，(12.24)の rp を変形後の r を含む表示に書き換えて

G′(r) ≡ g · {r − u(r)} = 2πm (12.27)

この曲面が歪んだ結晶の格子面を表わしている．隣りあう格子面の法線方向の距離を d′ とすれば

|grad G′(r)|d′ = 2π (12.28)

と書くことができる． grad G′(r)は歪んだ格子面に垂直で，その大きさは 2π/d′であるので，これを g′(r)

とおき，局所的逆格子ベクトルとよぶ．これはつぎのように表わされる．

g′(r) = grad G′(r) = g − grad{g · u(r)} (12.29)

したがって，逆格子ベクトルの局所的変化 ∆g はつぎのようになる．

∆g = g′(r)− g = −grad{g · u(r)} (12.30)

12.2.2 ビーム理論のペニング - ポルダーによる基礎固め
ペニング (P. Penning)とポルダー (D. Po1der)によるビーム理論 24) では，結晶内の歪みが十分に小さ

い場合を扱い，局所的には完全結晶とみなす．局所的波動場は局所的逆格子ベクトルと局所的波数ベクト
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(a) (b)
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図 12.23 対称ラウエケースにおいて一様に歪んだ結晶中でのビームの軌道 (a)とそれに対応する分散面 (b)

ルを用いて完全結晶に対する動力学的理論により表わされる．わずかな歪みがあると回折条件は場所的に
変わる．それにしたがい O波と G波との振幅比が変わり，両波からなるブロッホ波の光路は広がることな
く曲がりながら進む．その事情は，歪みにより回折条件が変わるために分散点が分散面上を移動し，それ
に応じて X線のエネルギー流の方向が変わるとして理解できる．つまり，実空間でのビームの軌道は，分
散面を 90◦ 回転して得られる双曲線に相似になる．
対称ラウエケースについて見てみると，図 12.23(a) のように回折面が一様にごくわずかに歪んでいて，

平面波の入射線の回折面となす角 θ が θB よりわずかに小さいとする．X線が結晶中に伝播するとともに，
分散面の形はほとんど変わらないが，分散点は移動していく．その際，点 Oはそのままで，分散面の O波
の漸近線は共通であるが，点 Gは動きそれに従い，G波の漸近線は動く．これは図 12.23(b) のように分散
面を固定して考えると，入射から出射まで分散面上の分散点が移動することになる．図 12.23(a) のビーム
の 2本の軌跡は，図 12.23(b) の分散面の αブランチと β ブランチの形を反映して, 双曲線状をしている．

12.2.3 アイコナールの利用
さらにそれを発展させて，光学で屈折率が場所的にゆるやかに変わっている場合に曲がって進むビーム

の記述に用いられるアイコナールの概念が導入された．光学でのアイコナールは平面波あるいはその波束
を扱うのに対してここではブロッホ波あるいはその波束が扱われる．その加藤の理論の概略をつぎに述べ
る 25, 26)．
歪み勾配がゆるやかな場合に動力学的回折理論の基本方程式 (5.23)の解を

E(r) = E0 (r) exp{iS0 (r)}+Eg(r) exp{iSg(r)} (12.31)

のように，(5.34)とはちがって，振幅と位相に変化をもたせた形に表わす．これは変形された (modified)

ブロッホ波とよばれる．位相 S0 (r)と Sg(r)を光学からの類推でアイコナール (Eikonal)とよぶ．局所的
波数ベクトルがアイコナールから

k0 (r) = grad S0 (r) , kg(r) = grad Sg(r) (12.32)

のように得られ，(5.9)に対応して局所的ブラッグ条件

kg(r) = k0 (r) + g′(r) (12.33)

を満たすとする．また (5.36)に対応した局所的分散面を仮定する．結晶内の点 Pから点 Qまで波が進む
とき，その軌道に沿って波数ベクトルを



458 第 12章 動力学的回折法の展開

図 12.24 ビーム軌道を決めるための座標系　　入射点を原点 Oとして結晶表面に垂直な内向き方向に z 軸,表面に平行に x軸をと
る．s0 と sg はそれぞれ k0 と kg 方向を向き，斜交座標軸をつくる．

S0 (Q)− S0 (P) =

∫ Q

P

k0 (r) · dr, Sg(Q)− Sg(P) =

∫ Q

P

kg(r) · dr (12.34)

のように積分することにより，変形されたブロッホ波の位相 (アイコナール) が求められる． フェルマー
の原理に相当して，この位相積分が極値をもつときがビームの軌道であることが示されている．すなわち，
ビームの軌道は変分原理により

δ

∫
k0 (r) · dr 　あるいは　δ

∫
kg(r) · dr

で与えられる．
ビーム理論では結晶内でビームの形を保つ必要があり，ペンデル縞の周期ぐらい離れた 2点で歪みの大
きさが格子面間隔に比べて十分に小さいような弱い歪みの場合に対して適用できる．

(対称ラウエケースでのビームの軌道)

この方法に従い，対称ラウエケースにおけるビームの軌道は

± d

dz

(
p√

1− p2

)
=

Λ

cos2 θB

∂2

∂s0∂sg
{g · u(r)} (12.35)

のように求められる．ここで図 12.24 のように斜交座標系をとっており，∂/∂s0 = s0 · grad, ∂/∂sg =

sg · gradであり，s0 と sg はそれぞれ透過方向と回折方向の単位ベクトルである．±の符号はそれぞれブ
ロッホ波 αと β に対応する．また

p =
tanΘ

tan θB
=

1

tan θB

dx

dz
,

p√
1− p2

=W (12.36)

と置いている．
(12.35) は歪みの勾配が一定の場合には容易に解ける．(12.35) の右辺を一定値 U とおき，入射点

x = z = 0でW =W0 として積分すると(
Ux

tan θB
±
√
1 +W 2

0

)2

− (Uz −W0)
2 = 1 (12.37)

が得られる．ビームの軌道はこの双曲線の一部になる．各ブロッホ波は双曲線の U の符号に依存したブラ
ンチの 1つに対応する．図 12.25 は U > 0および U < 0の場合の例である 27)．ブロッホ波 αのビームの
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図 12.25 一様な歪み勾配をもつ結晶中でのビーム軌道（ブロッホ波 α：実線，ブロッホ波 β：破線）27) 歪み勾配：(a) U > 0，(b)
U < 0　入射条件： WI < WII 　出射強度：+ 増加, − 減少

図 12.26 温度勾配で歪んでいる結晶中のビーム軌道の曲がり　　ブロッホ波 αだけを描いている．

軌跡は格子面の曲がりと同じ向きに曲がり，ブロッホ波 β は逆向きになる．また軌道の曲率半径は格子面
のそれの 104 倍ぐらい大きい．これは X線エネルギーの流れに対する角度拡大作用 (5.3.5参照)によって
いる．出射面上での各ブロッホ波に対応する強度は，そこでのエネルギー流の方向が回折方向に近ければ
回折波の方が増し，逆に透過方向に近ければ透過波の方が増す．これらの現象は図 12.26 のような，一定
の温度勾配をつけた結晶で観測されている．

(対称ブラッグケースでのビームの軌道 — 蜃気楼回折)

5.3.5 で述べたように，ラウエケースでは，ボルマンファンの中心付近（W ≈ 0）で数秒の角度発散の
入射線が結晶中で数十度に広がり，線束の発散角の拡大率は 105 倍に及ぶ．これはW ≈ 0の近くで分散
面が大きく曲がることによる．ブラッグケースでも W ≈ −1 の近傍で同様な発散角の拡大作用を示し，
W ≈ −1付近で異常透過する（ 図 5.30 参照）．ここではその領域に注目する．
いま，歪み勾配が一定で，ごくわずかに歪んでいる結晶において対称ブラッグケースをみてみる．図

12.27 のようなカンチレバー（片持ち梁）により平行平板結晶の一端をクランプし，他端に力を加えると，
結晶の上面は長手方向に伸び，表面に平行な格子面の間隔は表面から深さ方向に広がっていく 28)．結晶片
の長手方向に垂直な面を散乱面とし，X線が水平に入射するように，カンチレバーを傾ける．ビームの軌
道はつぎのような双曲線の形をとる．
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図 12.27 結晶板に一定の歪み勾配を与えるカンチレバーと入射・出射 X線の配置
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図 12.28 (a) 対称ブラッグケースにおいて一様に歪んだ結晶中でのビームの軌道 (蜃気楼回折) 　 (b) それに対応する分散面

(
Uy

tan θB
+W0

)2

−
{
Ux±

(
W 2

0 − 1
) 1

2

}2

= 0 (12.38)

ここで，
U =

Λ

cos2θB

∂2

∂s0∂sg
{g · u(r)} (12.39)

図 12.28(a) に示すように，結晶片の断面の長い方向を x軸，短い方向を y 軸とし，散乱面は x− y 面に平
行にとっている．複号の +はW0 がプラス，−はW0 がマイナスに対応する．この式は，ブラッグケース
の場合からしばらく経ってから報告されている 29)．なお，この軌道は高木 - トーパン方程式を用いても求
められている．
図 12.28(a) の歪んだ結晶において点 A1 にW = W0 で入射したビームは，図 12.28(b) の対応する分散
面上では αブランチに属する発散点 D1 にあるとする．ビームが結晶中を伝播し，W = −1の点 A2 に来
たとき，分散面上では発散点D2 に移る．さらにW =W0 で表面の点 A3 に戻り，分散面上では発散点D3

に至る．分散面上の各点でポインティング・ベクトルが法線方向を向くので，結晶中では弓なりの軌道に
なっている．このようにビームの軌道が結晶表面に戻ってくる現象は蜃気楼回折 ( mirage diffraction )と
よばれる．蜃気楼は，光が大気の密度の大きい層の方へ進むことで生ずるが，いまの場合にも結晶表面に
平行な格子面の間隔が表面に近いほど密になっており，似た現象がみられるからである．
図 12.29 に示すように，入射線の視斜角を小さくしていくと，はじめ図 12.28(a) と同様に，ビームの軌
道 T1 は弓なりの形をして点 A3 に戻るが，つぎに２回の弓なりを経て，点 A3 に至る軌道 T2 が生ずる．さ
らに視斜角が小さくなると，弓なり３個の軌道なども生ずる．入射波が球面波の場合には，視斜角が異な
るビームから生ずる蜃気楼回折や裏面からの反射などが重なりあい，表面から出射するビームに干渉縞が
観測される．また表面に直角な端面に到達し，出射する波が干渉し，強くなる場合があり，Si 結晶中を 10

mmぐらいの距離を伝播するのが観測されている 30, 31)．



12.3 高木 - トーパン流の動力学的回折理論 461

x

y

A
1

A
2

A
3

0

T
1

T
2

xx 2

図 12.29 一様に歪んだ結晶において入射光の視斜角が θB よりごくわずかに小さい場合のビームの軌道を T1，少しずつ大きくした
場合の軌道を順に T2, T3 で示す．
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図 12.30 ベリー位相の利用により得られたビームの軌跡　 σ 偏光と π 偏光で軌道に違いが生ずる．

12.2.4 ベリー位相の利用
量子力学系においてハミルトニアンに含まれる外場パラメーターが時間とともに断熱的に（非常にゆっ

くりと）変化する場合，波動関数はふつうの動力学的位相 exp (−iEt/ℏ)に加えて余分な位相をもつ．これ
をベリー位相（ Berry phase, 幾何学的位相 ）といい，パラメーターがもとに戻ってもゼロにならない場合
がある．ベリー位相の概念を導入して，歪んだ結晶中での動力学的回折理論に基づくＸ線波束の伝播が扱
われた 32, 33)．それによると，時刻 tにおける波束の重心の位置 rc(t) はつぎのように与えられる．

rc(t) = vgt+ g

{
1

2k2
g · u (rc(t))

}
k

∆k
(12.40)

ここで (12.40)の右辺で，第１項は完全結晶での群速度 vg が関わる．第２項が歪みによる補正で，u(r)は
位置 rにおける歪み，∆kは分散面におけるギャップを表わす．この第２項により結晶中でのビームの軌跡
は図 12.30のように，ブラッグ角から低角側にごくわずかに外れて入射した波束は，歪みのある領域で回
折面に沿った方向に傾いていき，あたかも横にすべっているようにみえる．k/∆k ∼ 106 であるので，横す
べりは巨大である．これは図 12.29の T1 の軌道に対応している．実際に，厚さ 100 µmの Si 結晶薄板を
ワックスで固定して歪みを与え，15 keV Ｘ線，400反射で結晶中の 5 mmぐらいの距離を伝播させ，1.5

mmの横すべりを観測している 34, 35)．

12.3 高木 - トーパン流の動力学的回折理論
12.3.1 歪んだ結晶の場合
エワルド - ラウエ流の動力学的回折理論は波動場を逆空間で記述しているのに対して，高木 - トーパン

流では実空間で記述されるのが大きな特徴で，入射波の状態，入射面・出射面の形状などの境界条件に容易
に対応できるとともに，結晶中に含まれる各種の格子欠陥の回折像の計算機シミュレーションに適用され
ている 36–39)．
ここでは波動場を電束密度D(r)で表わすことにする．マクスウェル方程式から得られた，媒質中の波

動場を表わす式 (2.32)から出発するが，歪みのある結晶での χ(r)とD(r)の展開の仕方がエワルド - ラ
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ウエ流とは異なる．歪んだ結晶内の点 r における χ の値は，歪みのない場合にその点が位置していた点
rp ≡ r − u(r) における完全結晶での χの値 χp と同じであると考える．すなわち

χ(r) = χp{r − u(r)} (12.41)

完全結晶内で χp は

χp(r) =
∑
g

χg exp(ig · r) (12.42)

のように歪みがないときの逆格子ベクトル g でフーリエ級数に展開されるので，(12.41)は

χ(r) =
∑
g

χg exp
[
i{g · r − g · u(r)}

]
(12.43)

と書かれる．
一方， D(r)についてはつぎのように展開する．

D(r) =
∑
g

Dg(r) exp
[
i{kg · r − g · u(r)}

]
(12.44)

kg は kg = k0 + g であり，(12.44)は多くの波の重ね合わせで表わされているが，完全結晶でのブロッホ
波とつぎの点で異なる．各波が純粋な平面波ではなく，波数ベクトルが

k′
g = grad{kg · r − g · u(r)}
= kg − grad{g · u(r)}
= k0 + g′ (12.45)

であるので，(12.44)は (12.29)の局所逆格子ベクトル g′ に基づく展開であると考えられる．また，各波の
振幅Dg(r)は場所の関数であって，その変化は X線の波長にくらべて十分にゆるやかであるとする．この
ように歪みがあると，ブロッホ波は，一種の散乱を受ける．
(12.43)と (12.44)を (2.32)に代入し，Dg(r)と u(r)がゆるやかに変わる関数として微小量を無視して

得られた式において，指数関数の係数がゼロでなければならないという条件からつぎの式が得られる．

(sg · grad)Dg = −iKβ′
gDg +

1

2
iK
∑
h ̸=g

χg−hDh[⊥kg ] (12.46)

ここで sg は kg 方向の単位ベクトルで，sg · grad ≡ ∂/∂sg である．Dh[⊥kg ] はDh の kg 方向 に垂直な成
分ベクトルである ((5.13)参照)．また β′

g は

β′
g =

|k′
g|2 − k2

2K2
= βg −

1

K

∂

∂sg
{g · u(r)} (12.47)

で定義される．ここで

βg =
|kg|2 − k2

2K2
≈ |kg| − k

K
(12.48)

β′
g はブラッグ条件からのずれを表わす量で，完全結晶でのずれ βg (対称反射の場合，βg = −P |χ′

g|W )に
歪み場による寄与が加わる．
2波近似の場合，(12.46)は偏光因子 P を用いると，各偏光成分に対して 2組の方程式でつぎのように表

わされる．
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∂D0 (r)

∂s0
=
i

2
KPχ−gDg(r)

(12.49)

∂Dg(r)

∂sg
=
i

2
KPχgD0 (r)− iKβ′

gDg(r)

この実空間における波動場D0 とDg に関する連立偏微分方程式は，高木 - トーパン (Taupin)方程式と
よばれる．ここで斜交座標 (s0 , sg)を用い，∂/∂s0 と ∂/∂sg を扱っているが，これは電子回折の場合のコ
ラム近似において θB が小さいので深さ方向 z に注目し，∂/∂z だけが問題にされるのと対照的である．
高木 - トーパン理論ではラウエ理論で用いられる分散面の概念はない．しかし，歪みがごく小さい場合

には D0 (r) と Dg(r) はそれぞれ平面波に近い 2 つの波からなり，分散面のブランチ α と β に属するブ
ロッホ波に対応させて考えることができる．

(境界条件)

境界条件は， D が境界面で連続であることである．結晶表面は平面である必要はなく，曲面でもよい．
また入射波は平面波である必要はなく，球面波でもよいなど，条件選択の自由度は大きい．
入射波は

D = Da(r) exp(iK · r) (12.50)

で表わす．これが平面波に近い場合には，Da(r)は r についてゆるやかに変わる．境界面上の位置ベクト
ルを re とすると，境界条件は

Da(re) exp(iK · re) = D0 (re) exp(ik0 · re)
+Dg(re) exp

[
i{kg · re − g · u(re)}

]
(12.51)

となる．いま

Da(r) = Da(r) exp{i(K − k0 ) · r} (12.52)

で定義される D を導入すると，(12.51)は

{Da(re)−D0 (r)} −Dg(re) exp
[
ig · {re − u(re)}

]
(12.53)

となり，これが表面上の任意の点で満たされるためには

D0 (re) = Da(re)

(12.54)

Dg(re) = 0

である必要がある．
D0 と Dg に一種のユニタリー変換を施せば，つぎのような D0 と Dg に関して対称的な式も得られる．

∂D0 (r)

∂s0
=
i

2
KPχ−g exp{ig · u(r)}Dg(r)

(12.55)

∂Dg(r)

∂sg
=
i

2
KPχg exp{−ig · u(r)}D0 (r)

なお，高木 - トーパン方程式はエワルド - ラウエ流の動力学的回折理論に基づく式をフーリエ変換する
ことにより導出できる 40)．
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図 12.31 高木 - トーパン方程式の数値計算に用いるメッシュ構造 41, 42)

この波動理論は強く歪んだ領域にも適用でき，ビーム理論よりも適用範囲が広い．強く歪んだ領域で例
えば，分散面の α ブランチ上の分散点に属する波が β ブランチ上の分散点も励起する現象 (interbranch

scattering)が起こり，厚い結晶中でも両方のブランチの波動場が共存する状態がつくられる．このような
現象も計算にとり込まれるが，波動理論では分散面の概念を用いていないので，それが生じていることは
計算機シミュレーションの結果から読みとることになる．
高木 - トーパン方程式の数値計算のために，図 12.31 のように，結晶内の散乱面を３角形状のメッシュ
で区分する 41, 42)．メッシュの単位は， △PQRで， −→

QRが透過方向，−→
PRが回折方向である．−→

PRと −→
QR

は同じ長さ l で，消衰距離よりも十分に小さいことが必要である．対称的な形をした高木 - トーパン方程
式 (12.55)を

∂D0

∂s0
= ADg,

∂Dg

∂sg
= BD0 (12.56)

のように表わす．ここで Aと Bはつぎのようにおく．

A =
i

2
KPχ−g exp(ig · u), B =

i

2
KPχg exp(−ig · u) (12.57)

△PQRの点 Rでの透過方向と回折方向の波の振幅 xと y は，点 P，および点 Qそれぞれでの透過方向と
回折方向の波の振幅 aと b，および cと dからつぎの差分方程式

x− c

l
= A

d+ y

2
,

y − b

l
= B

a+ x

2
(12.58)

を解くことによって求められる．この式は QRの中点，および PRの中点で (12.56)を近似している．細
く絞られた球面波が入射する場合には，点 Aで値をもつが，その両側の点 A′，点 A′′ では値をもたない．
この条件を入れた計算を結晶の内側に向かって順に繰り返すことにより透過波と回折波の強度分布が得ら
れる．この際，(12.55)および (12.56)におけるDc(r)とDg(r)が，それぞれ exp(ik0 · r)と exp(ikg · r)
を変調する振幅であることに注意する必要がある．結晶中での X線の吸収を取り扱う際には k0 および kg

は，複素数ベクトルとなる．実際の振幅を計算するときには，k0 と kg の虚数成分による X線の減衰効果
を考慮しなければならない．
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図 12.32 (a) 対称ブラッグケースで，球面波の入射の場合にボルマンファン内に生じるペンデル縞のピーク強度の位置図 5.41のラ
ウエケースに対応する．　 (b) 入射面から出射する回折波の強度分布（計算）43) 　 x：結晶表面上の入射点からの距離（ペンデル縞
の周期を単位 として）

このような手法により Si単結晶中の転位や微小欠陥によって生ずる歪みのトポグラフ像が計算されてい
る (応用編 II参照)．

12.3.2 完全結晶の場合
歪みのある場合の高木 - トーパン方程式で β′ = 0とおけば，完全結晶での高木 - トーパン方程式が

∂D0

∂s0
=
i

2
KPχ−gDg

(12.59)

∂Dg

∂sg
=
i

2
KPχgD0

のように得られる．ここで実空間での波動場 D0 と Dg は，入射波と回折波の波数ベクトルの方向の単位
ベクトル s0 , sg からなる斜交座標 (s0 , sg)で表わされる．この連立偏微分方程式を結晶の入射，出射表面
での波動場の境界条件のもとで解くことにより，エワルド - ラウエ流で求められたと同じ回折強度曲線，ペ
ンデル縞の強度分布などの式を得ることができる．

（球面波入射での対称ブラッグケースにおけるペンデル縞）
ペンデル縞の強度分布は，これまでラウエケースを専ら扱ったが，ここでは球面波入射での対称ブラッ
グケースに触れる（図 12.32(a)）．対称ブラッグケースのペンデル縞の強度分布は，高木 - トーパン方程式
を用いて得られる．δ 関数で近似される非常に狭い幅の波が入射するとして図 12.32(b) のように計算され
た 43)．これは球面波の入射の場合と同じ結果を与える．横軸は結晶表面上の入射点 x = 0からの距離で，
ペンデル縞の周期 Λ ( (5.134) 参照 ) を単位にしている．反射強度は x = 0で非常に強く，それに続いて
ごく弱いピークの列が見られる．これは実際に，Si 440反射，Mo Kα1 線で，結晶の近くに 10 µm幅のス
リットを置き，回折線を撮影し，ペンデル縞の４本のピークを観察している．
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図 12.33 1枚の原子面に平面波が入射したときに生ずる反射波と透過波

12.4 ダーウィン流の動力学的回折理論
ダーウィン (Darwin，1914)44) による動力学的理論は，エワルド - ラウエ流の動力学的理論より歴史的

に先行したが，エワルド - ラウエ流の方がよく用いられてきた．ダーウィン流の理論では，結晶を表面に平
行な原子層に分割して各層での X線の反射率と透過率を求め，繰り返し反射の結果として結晶からの反射
強度を得るもので，最近コンピューターの性能向上に伴い，その有用性が見直されるようになってきた 17)．
一般的にブラッグケースとラウエケースの対称反射・非対称反射が扱われるが，特に表面・界面の構造解析
に適している．それは結晶表面近傍の原子面一層ごとに原子のずれを計算に取り込んで，シミュレーショ
ンを行なうことができるからである．さらに，微小角の入射条件や反射条件，垂直入反射条件での回折現
象の解析にも適用されている．ここでは，対称ブラッグケースについて述べる．

12.4.1 １枚の原子面の場合
はじめに 1種類の原子からなる 1枚の原子面における X線の透過波と鏡面反射波を求める．図 12.33 の

ように振幅 1の平面波が入射したとき，点 Pでの反射波は光路が最短になる原子面上の点 Oからくる．O

を原点とし，原子面に直角に z 軸，z 軸と OPを含む散乱面内の原子面上に x軸，それらに直角に y 軸を
とる．入射線の視斜角を θ とすれば，原子面上の点 A(xA, yA)にある原子による散乱波は，σ 偏光だけに
注目して

−ref(sin θ/λ)
rA

exp
[
ik(xA cos θ + rA)

]
(12.60)

と表わされる．ここで，exp(ikxA cos θ)は入射波の点 Pでの位相が原点 Oでの値と異なることによって
生じている．また AP = rA，

rA =
[
(r cos θ − xA)

2 + y2A + r2 sin2 θ
] 1

2

= r

(
1− 2xA cos θ

r
+
x2A + y2A

r2

) 1
2

(12.61)

であり，xA，yA は r に比べてごく小さいので，2次の項までとると，

rA = r − xA cos θ +
x2A sin2 θ + y2A

2r
(12.62)
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点 Pでの散乱波は原子面上の各原子からの散乱波の合成であるから，つぎのような積分で表される．ただ
し原子の面密度を Ns とし，(12.60)の分母の rA を r としている．

EP = −reNsf(sin θ/λ)

r
exp(ikr)

∫ ∫ ∞

−∞
exp
[ ik(x2A sin2 θ + y2A)

2r

]
dxAdyA (12.63)

と表わされる．この積分はフレネル積分である．一般につぎの 2つの積分

C(u) =

∫ u

0

cos
π

2
v2dv, S(u) =

∫ u

0

sin
π

2
v2dv (12.64)

はフレネル積分とよばれ， u→ ∞のとき C(u) → 1/2，S(u) → 1/2となる．これらを用いれば，∫ u

0

exp(i
π

2
v2)dv = C(u) + iS(u) (12.65)

のように表わされる．
(12.63)の積分は原子面上で −∞ ∼ ∞ととられるが，実際には原点 Oを中心に第 1フレネル帯の半径

√
λr ぐらいの範囲が積分に寄与する．いま

s =

√
k sin2 θ

πr
xA, t =

√
k

πr
yA (12.66)

とおけば，
πr

k sin θ

∫ ∞

−∞
exp(i

π

2
s2)ds

∫ ∞

−∞
exp(i

π

2
t2)dt =

πr

k sin θ
(1 + i)2 = i

λr

sin θ
(12.67)

であるから (12.63)は

EP = −i reNsλ

sin θ
f(sin θ/λ) exp(ikr) (12.68)

となる．これは原子面上の各原子からの球面波状の散乱波が合成されて，再び平面波が形成されることを
示している．また散乱波の位相は，−i ≡ exp(−iπ/2) であるから，入射波に対して π/2 だけ変わってい
る．点 P′ における前方散乱波では， f(sin θ/λ)を f(0)に置き換えたものになる．点 P′ での透過波は入
射波と前方散乱波の重ね合わせで

EP′ = 1− i
reNsλ

sin θ
f(0) exp(ikr) (12.69)

となる．
非対称反射や skew反射に相当する幾何学的配置についても，1枚の原子面による透過波，反射波につい

ては，(12.68), (12.69)の θをそれぞれ入射線および反射線が表面となす角度 θo, θg で置き換えればよいこ
とが示されるので 45) 後述の議論は容易に非対称反射や skew反射に拡張することが可能である.

12.4.2 単位格子分の原子層の場合
つぎに，表面に平行な原子層の積み重ねの理想的な結晶があるとする．原子層はいくつかの原子面から

なり，図 12.34 のように単位格子 (体積 vc, 厚さ d)をとる．いまその原子層の１つだけを考える．j 番目
の原子面の深さを∆dj とし， j 番目の原子面上の k 番目の原子の散乱因子を fjk とすると，原子構造因子
はつぎのようになる．

Fg =
∑
j,k

fjk(sin θ/λ) exp(2iϕ∆di/d) (12.70)
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図 12.34 (a) 原子層の積み重ねからなる結晶厚さ dの原子層が 4枚の原子面で構成されている場合を示している．(b) 1 原子層に
よる X線の反射と透過 46, 47)

図 12.35 1原子層による X線の反射振幅と透過振幅　 (a)おもての面から入射の場合（図 12.34(b)と同じ）　 (b) 裏の面から入
射の場合

F0 =
∑
j,k

fjk(0) (12.71)

ここで ϕは層の厚さ dによって生ずる位相差である．

ϕ =
2π

λ
d sin θ (12.72)

図 12.35(a) に示すような原子層の反射振幅 r と透過振幅 t は (12.68) と (12.69) から，例えば (12.68) の
Nsf は (d/vc)Fg となることを考慮すれば，つぎのように表わされる．

r = −i reλd
vc sin θ

PFg, t = 1− i
reλd

vc sin θ
F0 (12.73)

ここで P は偏光因子である．原子層に裏から入射する場合の反射振幅 r̄ と透過振幅 t̄はつぎのようになる
(図 12.35(b))．

r̄ = −i reλd
vc sin θ

PFḡ, t̄ = 1− i
reλd

vc sin θ
F0 (12.74)

12.4.3 原子層の積み重ねの場合
X線が図 12.36 のように各原子層 j で透過方向と反射方向に繰り返し散乱されるとき，各層のすぐ上で

の透過波と反射波の振幅を E0j と Egj のように表わすとする．隣接する 2つの層間での振幅にはつぎのよ
うなダーウィンの定差方程式 (difference equation)とよばれる関係が成り立つ．
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n層

n+1層

図 12.36 隣接する原子層間での透過波と反射波の振幅

Eg n = rE0 n + eiϕt̄Eg n+1 (12.75)

e−iϕE0 n+1 = tE0 n + eiϕr̄Eg n+1 (12.76)

ここで，図において点 Qのすぐ上での反射波 Eg n+1 は点 Sまで平面波状に進むと，そこでの位相が点 P

のすぐ下のところの位相と一致する．したがって，点 Pのすぐ下での波には光路長 QS = d sin θ による位
相因子 eiϕ (ϕ = 2πd sin θ/λ) がつき， eiϕEg n+1 となる．その結果，(12.75) のように，n 層のすぐ上で
は，反射波 Eg n は E0 n の反射 rE0 n に，この eiϕEg n+1 の透過 t̄eiϕEg n+1 を加えたものになる．同様に
n層のすぐ下では，(12.76)が成り立つ．(12.75)と (12.76)を行列形式に書き換えると，[

E0 n

Eg n

]
= A

[
E0 n+1

Eg n+1

]
(12.77)

A =
1

teiϕ

[
1 −r̄ei2ϕ
r (tt̄− rr̄)ei2ϕ

]
(12.78)

結晶が N 枚の原子層からなる場合，結晶の上面での振幅と結晶の下面での振幅の関係は，結晶の下面で
は上向きの波はなく Eg N = 0であることを考慮して[

E0 0

Eg 0

]
= AN

[
E0 N

0

]
(12.79)

となる． AN は Carley-Hamiltonの定理によりつぎのように表わすことができる．

AN =
1

ρ+ − ρ−

(
(ρN+ − ρN− )A− ρ+ρ−(ρ

N−1
+ − ρN−1

− )E
)

(12.80)

ここで E は単位行列であり， ρ+ と ρ− はAの固有値

ρ± =
1

2t

{
e−iϕ + (tt̄− rr̄)eiϕ ±

√(
e−iϕ + (tt̄− rr̄)eiϕ

)2 − 4tt̄

}
(12.81)

である．(12.79)，(12.80)と (12.81)から結晶全体からの反射波の振幅は

RN =
Eg 0

E0 0

=
(ρN+ − ρN− )(e−iϕr/t)

(ρN+ − ρN− )(e−iϕ/t)− ρ+ρ−(ρ
N−1
+ − ρN−1

− )
(12.82)
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図 12.37 (a) 無限に厚い Si(111)表面からのMoKα線（σ 偏光）の反射率 (b) 111反射付近の拡大図 44)

ふつう結晶は十分に厚く， N = ∞と考えてよい．この場合，(12.82)は

R∞ =
e−iϕr/t

e−iϕ/t− ρ±
(12.83)

となる．新しいパラメーターとして

η =
e−i2ϕ − (tt̄− rr̄)

2r̄
(12.84)

を用いると (12.83)は

R∞ = η ±
√
η2 − (r/r̄)e−i2ϕ (12.85)

と書き換えられる． ± の符号は物理的条件から選ばれる．X線の結晶表面からの反射率は |R∞|2 として
得られる．Si (111)表面からの反射率の計算結果を図 12.37 に示す．ブラッグ条件が満たされるのは 2ϕが
2π の倍数になるときである．図 12.37(b) に見られるようにブラッグ反射のところで動力学的回折効果の
特徴であるシルクハット型の回折強度曲線になる．これに対して運動学的回折では，反射波の振幅は結晶
内の原子によって 1回だけ散乱された波を位相を考慮し加え合わせて得られる．位相部分以外の因子はま
とめてK とおくと，無限に厚い結晶に対して反射率は

|Rkin∞|2 = |K
∞∑

n=0

ei2nϕ|2 = | K

1− ei2ϕ
|2 (12.86)

となる．これはブラッグ条件を満たすところで反射率が無限大に発散することを示しており，図 12.37(b)

にも点線で描かれている．
一方，ここでのダーウィン流の動力学的回折理論の取り扱いにおいて，視斜角がブラッグ角から大きく
ずれている場合を見ると， tt̄ ≈ 1，rr̄ ≈ 0 であるから (12.84)の η は

η =
e−i2ϕ − 1

2r̄
(12.87)

となり，(12.85)から

|R∞|2 = | r

1− ei2ϕ
|2 (12.88)
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と近似される．これを (12.86)と比較すると，運動学的理論に基づく式と同じ形をしている．K = r とお
けば，ブラッグ条件から大きくずれたときには，(12.86)を反射率の式として使うことができることになる．
この結果はブラッグ条件からかなりずれたところで観測される CTR散乱は運動学的理論により定量的に
取り扱えることを示している．
ダーウィン流の動力学的回折理論は，さらにブラッグケースとラウエケースの非対称反射，skew反射，

垂直入射多波回折，表面回折などへと展開されている 45, 47)．
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